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Resumo

O presente trabalho tem por objetivo estudar os fundamentos da com-

putação quântica, estudar alguns algoritmos que são promissores candidatos a

uma suposta vantagem da computação quântica sobre a computação clássica,

aplicar esses algoritmos a resolução de problemas reais e fazer um estudo de

seu desempenho, complexidade e aplicabilidade para problemas maiores e mais

complexos. Os dois algoritmo escolhidos foram o Algoritmo de Grover, usado

para solucionar problemas de busca não estruturada, e o algoritmo de Máquina

de Vetor de Suporte Quântica, que é um algoritmo de aprendizado de máquina

usado para solucionar probemas de classificação.

Palavras-chave: Computação Quântica. Algoritmo de Grover. Busca não

estruturada. Máquina de Vetor de Suporte Quântica.
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Abstract

This project aims to study the fundamentals of Quantum Computing,

study some quantum algorithms that are promising candidates to have an advan-

tage over classical algorithms, apply those algorithms to solve real world problems

and study their performance, complexity and applicability to solve more complex

problems. The two chosen algorithms are the Grover Algorithm, which is a al-

gorithm used to solve unstructured search problems, and the Quantum Support

Vector Machine algorithm, which is a machine learning algorithm used solve clas-

sification problems.

Keywords: Quantum Computing, Grover’s Algorithm, Unstructured Se-

arch. Quantum Support Vector Machine.
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1 INTRODUÇÃO

1.1 HISTÓRIA DA COMPUTAÇÃO QUÂNTICA

A computação quântica tem seu início na década de 1980 com o físico teórico

norte-americano Richard Feynman. Feynman notou a grande dificuldade que era

simular um sistema de partículas quânticas em um computador clássico, e en-

tão propôs um novo conceito, e uma mudança no paradigma da computação.

Feynman propôs utilizar as características das partículas quânticas como super-

posição e entrelaçamento quântico para fazer computação.

Essa teoria de computação quântica teve poucos avanços durante anos,

até que em 1994, recebeu um novo capítulo com a criação do algoritmo de Shor,

por Peter Shor. Esse é um algoritmo quântico para a fatoração de números intei-

ros. Problema que é reconhecidamente complexo para computadores clássicos.

Dado um número inteiro n com pelo menos dois divisores primos distintos, o algo-

ritmo de Shor consegue calcular um divisor não trivial de n de forma relativamente

simples, algo que não é possível de ser feito em um computador clássico, tanto

que essa dificuldade é uma das bases de um dos principais algoritmos criptográ-

ficos utilizados atualmente, o RSA.

Em 1996 o cientista Lov Grover pública um artigo descrevendo seu algo-

ritmo, demonstrando que a computação quântica poderia ser usada para reduzir

a complexidade computacional de uma busca em um banco de dados não orde-

nado. A complexidade computacional de seu algoritmo é O(
√
N) passos quânti-

cos, em oposição a uma complexidade computacional de O(N) passos clássicos,
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executando a busca por força bruta em um computador clássico, ou seja, um

ganho quadrático na complexidade.

Desde então, foram desenvolvidos algoritmos quânticos cada vez mais

eficientes e mais complexos para solucionar diversas tarefas que são considera-

das difíceis de serem executadas em computadores clássicos, como por exem-

plo: simulação de sistemas físico-químicos, ciência dos materiais, solução de

sistemas de equações lineares e inteligência artificial.

1.2 OBJETIVOS E METODOLOGIA

Neste trabalho, será realizado um estudo das bases da mecânica quãntica atra-

vés de livros e artigos, com o intuito de compreender os príncipios dessa área,

como operadores hermitianos, estados quânticos, príncipio de superposição, prín-

cipio de estrelaçamento ou emaranhamento quântico, etc. Em seguida, será re-

alizado um estudo sobre como é mecânica quântica é utilizada na computação

quântica, explanando sobre os bits quânticos, as portas lógicas quânticas, e como

podemos montar circuitos quânticos para realizar determinado algoritmo. Conhe-

cendo as bases tanto da mecânica quântica como da computação quântica, será

feito um estudo do Algoritmo de Grover e Algoritmo de Máquina de Vetro de Su-

porte Quântica.

Serão, então, estudados problemas de busca em dados não estrutura-

dos, como por exemplo, o problema de coloração de grafos. A partir disso, serão

implementado um circuito quântico, utilizando o Algoritmo de Grover para soluci-

onar esse problema. Esses circuitos serão executados em simuladores de com-
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putadores quânticos, através da plataforma IBM Quantum, e usando a biblioteca,

de Python, Qiskit.

Além disso, faremos uma análise do algoritmo Máquina de Vetor de Su-

porte Quântica. Usaremos três conjuntos de dados diferentes, e iremos classificar

esses conjuntos de dados variando alguns parâmetros, e comparando a precisão

obtida.
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2 BASES TEÓRICAS DE MECÂNICA QUÂNTICA

A Mecânica Quântica é a área da física resposável por estudar o comportamento

de objetos em escala atômica e sub-atômica. Sua história nos remete ao sé-

culo 19, quando o problama da radiação de corpo negro intrigava a comunidade

científica. Um corpo negro seria uma objeto que absorveria toda radiação eletro-

magnética incidente sobre ele, e não refletiria radiação alguma. O corpo negro é

um objeto ideal e hipotético, que não existe na natureza, mas nos auxilia a com-

preender o comportamento de objetos reais, com estrelas. O corpo negro emitiria

radiação na mesma taxa que absorveira radiação, e essa taxa de emissão pode-

ria ser usada para determinar a temperatura do objeto. Esse problema só foi

resolvido em 1900 quando Max Planck descreve o comportamento da emissão

de radiação em corpo negro através da Lei de Planck da Radiação de Corpo Ne-

gro, onde ele assume que a energia deveria estar quantificada, ou seja, a energia

seria emitida em pacotes de energia, e não poderia assumir valores intermediá-

rios a esses pacotes de energia. Esses pacotes de energia foram chamados de

quantum, ou quanta, no plural, essa expressão vem do latim e significa "quanti-

dade"ou "quanto". Assim surge o nome física quântica, ou mecânica quântica.

Uma teoria que quebra completamente com o paradigma da mecânica clássica

Newtoniana.

2.1 NOTAÇÃO DE DIRAC

Em Mecânica Quântica podemos representar os estados de um determinado sis-

tema quântico através da Notação de Dirac [8]. Nessa notação os estados de um
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determinado sistema serão representados por um "ket"(|Ψ⟩).

Tomemos um espaço vetorial de 3 dimensões E = {|Ψ1⟩, |Ψ2⟩ , |Ψ3⟩ } ,

podemos representar um estado |Ψ⟩ nessa base vetorial com:

|Ψ⟩ = α1|Ψ1⟩+ α2|Ψ2⟩+ α3|Ψ3⟩ (1)

Podemos também representar esse estado em uma matriz do tipo co-

luna:

|Ψ⟩ =


α1

α2

α3



Além disso, podemos definir "bra"⟨Ψ| como sendo o conjugado trans-

posto de |Ψ⟩.

⟨Ψ| = |Ψ†⟩

⟨Ψ| =
(
α∗
1 α∗

2 α∗
3

)
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2.2 POSTULADOS DA MECÂNICA QUÂNTICA

Nesta seção serão descritos os principais postulados da mecânica quântica, ba-

seado em [6].

2.2.1 POSTULADO I - DESCRIÇÃO DOS ESTADOS QUÂNTICOS

Para cada instante de t, o estado de um determinado sistema físico pode ser re-

presentado por um ket |Ψ⟩, que representa um vetor no espaço de Hilbert. Dessa

forma, a superposição de dois ou mais estados é também um estado do sistema.

|Ψ⟩ = α1 |Ψ1⟩ + α2 |Ψ2⟩

Onde α1 e α2 são números complexos, chamados de amplitude. Con-

siderando |Ψ1⟩ o estado de uma partícula em uma determinada posição e |Ψ2⟩

o estado dessa mesma partícula em uma outra posição, |Ψ⟩ indica o estado de

superposição entre |Ψ1⟩ e |Ψ2⟩. Nessa caso, a partícula estaria em duas posições

ao mesmo tempo, algo que vai na contramão da nossa intuição e da física clás-

sica, mas que é observado em experimentos como o da fenda dupla em eletrons.

O espaço de Hilbert é um espaço vetorial sobre os números complexos,

com dimensão (vetores na base) finita ou infinita e dotado da operação de produto

interno. O produto interno entre um bra ⟨Ψ| e um ket |ϕ⟩ é dado por ⟨Ψ|ϕ⟩.

20



2.2.2 POSTULADO II - DESCRIÇÃO QUÂNTICA DE OBSERVÁVEIS

Cada atributo observável de um sitema físico, como momento linear ou posição,

por exemplo, pode ser descrito por um operador linear Hermitiano correspondente

que age sobre os ket do sistema. A matriz H =

1 1

1 −1

 é um exemplo de

operador hermitiano.

Operadores Hermitianos são operadores lineares em que o conjugado

transposto (adjunto) do operador é igual ao próprio operador. Para um operador

Â, segue que: Â = Â†.

2.2.3 POSTULADO III - MEDIDAS SOBRE ESTADOS QUÂNTICOS

Os únicos resultados possíveis ao medir um observável A, são os autovalores

associados ao operador Â que descrevem esse operador.

2.2.4 POSTULADO IV - PROBABILIDADE DE MEDIDA

Ao medir um observavel A em um estado |Ψ⟩, a probabilidade associada de se

obter um autovalor an é dada pelo quadrado do produto interno de |Ψ⟩ com o

autoestado |Ψ⟩, ⟨an|Ψ⟩.
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2.2.5 POSTULADO V - EVOLUÇÃO COM O TEMPO

A evolução com o tempo de um sistema quântico preserva a norma do ket. Ou

seja, a evolução com o tempo de um sistema quântico é dada por

|Ψ(t)⟩ = Û(t, t0) |Ψ(t0)⟩ para um operador unitário Û.

A preservação da norma do estado está associada à conservação da

probabilidade. Assim, para que possamos conservar amplitudes de probabilidade

na computação quântica, usamos matrizes unitárias para constituir as portas ló-

gicas quânticas.

2.2.6 POSTULADO VI - SISTEMAS COMPOSTOS

Alguns eventos decorridos em sistemas quânticos fazem uso de dois ou mais

vetores de estados unidos no espaço de Hilbert, isto significa que sistemas deste

tipo comportam-se como um sistema composto. Sejam dois vetores de estados

|Ψ1⟩ e |Ψ2⟩, o espaço de Hilbert |Φ⟩ associado ao sistema composto entre |Ψ1⟩

e |Ψ2⟩, é o produto tensorial dos espaços de Hilbert associados aos sistemas

simples |Ψ1⟩ e |Ψ2⟩.

|Φ⟩ = |Ψ1⟩ ⊗ |Ψ2⟩

Esse postulado é extremamente útil em computação quântica pois nos

permite representar sistemas com mais de um qubit. Exploraremos mais afundo

suas consequências na seção 3.1.
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2.3 SUPERPOSIÇÃO

O principio da superposição quântica diz que a combinação linear de dois ou

mais vetores de estados no mesmo espaço de Hilbert, também é um estado do

sistema, ou em outras palavras, se existem diversos estados possíveis para um

sistema, também existe um estado em que esses estados coexistem, ou existem

como combinação desses diversos estados [1]. Como descrito no Postulado I.

2.4 REGRA DE BORN

Se temos um sistema em superposição de estados, cada um com uma amplitude

associada, regra de Born diz que o módulo ao quadrado da amplitude de deter-

minado estado, dá a probabilidade de se obter esse estado após a medição do

sistema [1]. Ou seja, a soma do quadrado do módulo da amplitude de todos os

estados deve ser sempre igual a 1. Para o |Ψ⟩ = α |0⟩ + β |1⟩, temos:

|α|2 + |β|2 = 1 (2)

2.5 EMARANHAMENTO

O emaranhamento (ou entrelaçamento) é um caso de superposição quântica es-

pecial, em que dois sistemas diferentes estão relacionados de tal forma que a

medição em um dos sistemas afeta diretamente o valor do outro sistema [1], ou

seja, o valor dos dois sistemas são inseparáveis.
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3 COMPUTAÇÂO QUÂNTICA

A Computação Quântica pode ser definida como a utilização das propriedades

quânticas, como superposição e emaranhamento quântica, além do formalismo

matemático da física quântica, para fazer computação, ou seja, criar algoritmos

que consigam utilizar essas propriedades quânticas para fazer operações e ma-

nipular a informação.

Em computação clássica, forma de computação que utiliza as leís da fí-

sica clássica para fazer computação, a menor unidade de informação está contida

em uma unidade chamada bit (simplificação para dígito binário, "Binary digit", em

inglês. Essa unidade pode assumir dois valores possíveis, 0 ou 1. Com isso, po-

demos representar os números em base 2 e fazer diversas operações utilizando

a lógica booleana. Já em computação quântica, a menor unidade de informa-

ção é o qubits, ou bit quântico. O qubit pode assumir os valores |0⟩ e |1⟩, como

na computação clássica, mas pode também assumir um estado de suporposição

dos os estados |0⟩ e |1⟩. O capítulo 3 foi feito baseado em [1].

3.1 QUBIT

Os computadoes quânticos utilizam uma base no espaço de Hilbert B = {|0⟩, |1⟩}

de dimensão igual a 2. Como visto anteriormente, o qubit pode ser representado

utilizando a notação de Dirac, além disso, um estado genérico |Ψ⟩ será dado por:

|Ψ⟩ = α1 |0⟩ + α2 |1⟩
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Onde α1 e α2 são números complexos, e representam as amplitudes

associadas aos estados |0⟩ e |1⟩. Além disso, α1 e α2 deve respeitar a relação

||α1||2 + ||α2||2 = 1.

Também podemos representar |0⟩ e |1⟩ através de matrizes.

|0⟩ = 1|0⟩ + 0|1⟩ =

1

0



|1⟩ = 0|0⟩ + 1|1⟩ =

0

1


Para um estado de superposição máxima, temos:

1√
2
(|0⟩ + |1⟩) =

1√
2

1

1


Podemos obter o valor de um sistema quântico de dois qubits a partir

do produto tensorial dos dois qubits que formam esse sistema. Tomemos como

exemplo um sistema formado por |0⟩ e |1⟩

|0⟩ ⊗ |1⟩ =

1

0

 ⊗

0

1

 =


1

0

1


0

0

1



 =


0

1

0

0

 = |01⟩
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3.2 ESFERA DE BLOCH

Existem diversas maneira de representar um qubit. Podemos representar atra-

vés da notação de Dirac, como vimos anteriormente, mas podemos também

representar-lo através da esfera de bloch. Um estado de um qubit qualquer |Ψ⟩

pode ser representado como um vetor que começa no centro e termina na super-

fície da esfera de bloch.

A esfera de bloch tem raio igual a 1, e fazendo uma analogia com o

planeta Terra, tem a representação do estado |1⟩ no polo norte da esfera , e

a representação do estado |0⟩ no polo sul da esfera. Tomando um estado |Ψ⟩

qualquer, dado por:

|Ψ⟩ = α1 |0⟩ + α2 |1⟩

Podemos representa-lo em notação polar como:

|Ψ⟩ = sen(
θ

2
)|0⟩+ sen(

θ

2
)eiϕ|1⟩ (3)

Com θ ∈ [0 , π] e ϕ ∈ [0 , 2π[. Ainda com a analogia do planeta Terra,

temos o angulo θ como a latitude da esfera e o angulo ϕ como a longitude da

esfera.

Essa representação é interessante, já que nos permite ter uma intuição

geométrica das manipulações que faremos no qubit, ainda que seja contraintui-

tiva, já que estaremos representando visualmente em 3 dimensões, estados de
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um espaço de Hilbert de dimensão igual a 2. Assim, temos estados que são

fisicamente idênticos, como os estados |0⟩ e -|0⟩.

Figura 1: Esfera de Bloch.

3.3 OPERADORES QUÂNTICOS

Em Computação Quântica, utilizamos operadores lineares unitários, para mani-

pular os nossos vetores de estado dos nossos qubits, realizando assim operações

lógicas diversas. Operadores unitários (não confundir com operadores unários)

são operadores lineares que preservam a norma (produto interno) do vetor que

ele atua, conservando assim a Regra de Born.

Podemos fazer analogias entre esses operadores com as portas lógicas

clássicas, utilizadas em computação clássica. Por isso, costumamos chamar es-

ses operadores de portas lógicas quânticas e costumamos representa-los através
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de circutos muito parecidos com os circuitos lógicos utilizados em computação

clássica, como veremos na seção abaixo.

3.3.1 OPERADORES UNÁRIOS

Os operadores unários são operadores aplicados a um qubit e são representados

por uma matrix 2 x 2. Os três primeiros operadores estudados são os operadores

de Pauli (X, Y e Z) que fazem rotações na esfera de bloch nos eixos x, y e z,

respectivamente.

3.3.1.1 OPERADOR X (NOT)

O primeiro operador estudado é o operador X, que equivale ao operador NOT em

computação clássica, fazendo o papel de bit flip. Esse operador tem esse nome

pois realiza uma totação de 180° em torno do eixo x, e pode ser representado

matricialmente por:

X =

0 1

1 0


Aplicando esse operador aos estados |0⟩ e |1⟩, temos:

X|0⟩ =

0 1

1 0

1

0

 =

0 + 0

1 + 0

 =

0

1

 = |1⟩

X|1⟩ =

0 1

1 0

0

1

 =

0 + 1

0 + 0

 =

1

0

 = |0⟩
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Em um diagrama de circuitos quânticos, podemos representar o opera-

dor X de duas diferentes maneiras, como mostram o exemplo abaixo:

|1⟩|0⟩ X

ou

|1⟩|0⟩

3.3.1.2 OPERADOR Y

O operador Y realiza uma rotação de 180° em torno do eixo y na esfera de bloch

e pode ser definido matricialmente como:

Y =

0 −i

i 0


Além de poder ser definido em diagramas de circuitos quânticos como:

Y

3.3.1.3 OPERADOR Z

O operador Z realiza uma rotação de 180° em torno do eixo z na esfera de bloch

e pode ser definido matricialmente como:

Z =

1 0

0 −1
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Além de poder ser definido em diagramas de circuitos quânticos como:

Z

Aplicando o operador Z a um estado computacional qualquer j, temos:

Z |j⟩ = (−1)j|j⟩

Esse operador é muito importante pois ele aplica uma mudança de fase

(phase flip, em inglês) no estado |1⟩ e não no estado |0⟩

Z|0⟩ =

1 0

0 −1

1

0

 =

1 + 0

0 + 0

 =

0

1

 = (−1)0|0⟩ = |0⟩

Z|1⟩ =

1 0

0 −1

0

1

 =

0 + 0

0− 1

 =

 0

−1

 = (−1)1|1⟩ = -|1⟩

3.3.1.4 OPERADOR RZφ

O operador RZφ realiza uma rotação de φ radianos em torno do eixo z na esfera

de bloch e pode ser definido matricialmente como:

RZφ =

1 0

0 eiφ


Podemos notar que o operador Z nada mais é do que um caso especial

do operador RZφ, onde φ = π. Pela identidade de Euler temos que eiφ = -1, então
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podemos substituir eiπ por -1 na matrix de Z. Esse operador é especialmente

importante em computadores quânticos reais, pois com ele, conseguimos fazer

diversas rotações diferentes em torno do eixo z.

3.3.1.5 OPERADOR DE HADAMARD

O operador de Hadamard é responsável por colocar um qubit que esteja em um

estado da base computacional em uma superposição quântica de dois estados.

Por isso, ele é um dos principais operadores quânticos, pois nos permite aprovei-

tar essa propriedade quântica, sendo normalmente aplicado a todos os qubits no

início do circuito. Podemos representa-lo matricialmente por:

H =
1√
2

1 1

1 −1


Além de poder ser definido em diagramas de circuitos quânticos como:

H

Aplicando esse operador às bases computacionais temos:

H|0⟩ =
1√
2

1 1

1 −1

1

0

 =
1√
2

1

1

 =
|0⟩+ |1⟩√

2

H|1⟩ =
1√
2

1 1

1 −1

0

1

 =
1√
2

 1

−1

 =
|0⟩ − |1⟩√

2
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Podemos perceber que a aplicação do operador de Hadamard projeta os

operadores da base em estados diferentes na esfera de bloch, mas ambos são

estados de superposição. Esses estados são chamados de estados "mais"(|+⟩) e

"menos"(|-⟩).

|+⟩ =
|0⟩+ |1⟩√

2

|-⟩ =
|0⟩ − |1⟩√

2

A porção
√
2 nos lembra da Regra de Born, que diz que o quadrado

do módulo da amplitude de determinado estado é a probabilidade de obter esse

estado ao medir o sistema. Para |Ψ⟩ = α |0⟩ + β |1⟩, temos:

|α|2 + |β|2 = 1

Para |+⟩, temos:

| 1√
2
|
2

+ | 1√
2
|
2

=
1

2
+
1

2
= 1

3.3.2 OPERADORES BINÁRIOS

Os operadores binários são operadores aplicados a dois qubits e são represen-

tados por uma matrizes 4 x 4.
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3.3.2.1 OPERADOR SWAP

O operador Swap é um dos operadores binários mais importantes, principalmente

por sua necessidade ao analisar a topologia de um computador quântico, como

veremos mais a frente. Esse operador recebe dois qubits de entrada e troca o

valor entre eles. Por exemplo, recebe o estado |01⟩ e devolve o estado |10⟩, ou

recebe o estado |10⟩ e devolve o estado |01⟩. Podemos representa-lo matricial-

mente como:

SWAP =


1 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 1



Aplicando o operador swap ao estado |01⟩, temos:


1 0 0 0

0 0 1 0

0 1 0 0

0 0 0 1




0

1

0

0

 =


0

0

1

0

 = |10⟩

Além disso, podemos representa-lo em diagramas quânticos como:

|1⟩

|0⟩

|0⟩

|1⟩
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3.3.2.2 OPERADOR CNOT

O operado CNOT ou NOT controlado ("Controlled NOT ", em inglês) também é

outro operador de extrema importância para a computação quântica. Esse ope-

rador funciona de forma condicional, um dos qubits é o qubit de controle e o outro

é o qubit alvo. Se o qubit de controle tiver valor |0⟩, nada acontece com o qubit

alvo. Porém, se o qubit de controle tiver valor |1⟩, o qubit alvo sofrerá a ação da

porta NOT (ou X). O qubit de controle é representado por um círculo pequeno,

totalmente preenchido com a cor preta, enquanto que o qubit alvo é representado

por um círculo com uma cruz no centro, conforme o exemplo a seguir:

A porta CNOT pode ser representada matricialmente por:

CNOT =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0


Aplicando a porta CNOT aos estados |01⟩ e |11⟩, podemos observar seu

comportamento:

CNOT |01⟩ =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0




0

1

0

0

 =


0

1

0

0

 = |01⟩
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CNOT |11⟩ =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0




0

0

0

1

 =


0

0

1

0

 = |10⟩

3.3.2.3 OPERADOR CZ

Outro operador muito importante, e muito parecido com o CNOT, é o operador

CZ ou Z controlado ("Controlled Z ", em inglês). Esse operador também funciona

de forma condicional, assim como o operador CNOT, mas ao ivés de aplicar um

operador NOT quando o qubits de controle tiver valor igual a |1⟩, aplicamos o

operador Z, que realiza uma rotação de 180° em torno do eixo z na esfera de

bloch. Esse operador pode ser representado matricialmente como:

CNOT =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 −1


Além disso, podemos representar esse operador em diagramas como a

seguir:

Z

ou
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3.4 AMBIENTE DE PROGRAMAÇÃO

Ao longo do projeto, utilizamos a biblioteca Qiskit (Quantum Information Science

Kit), que é uma biblioteca de Python criada pela IBM [1], que nos possibilitou criar

circuitos quânticos, portas quânticas, além de nos permitir acessar simuladores

de computadores quânticos com até 5000 qubits e computadores quânticos reais,

com até 127 qubits. Além disso, utilizamos a plataforma Google Colaboratory,

para escrever e executar código Python pelo navegador [16].

Figura 2: Computadores Quânticos e Simuladores de Computadores Quânticos

da IBM disponíveis
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Figura 3: Exemplo de Circuito Quântico criado com a biblioteca Qiskit, usando o

Google Colaboratory
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4 ALGORITMO DE GROVER

Em 1996, Lov Grover propôs um algoritmo quântico de busca que obtinha um

ganho quadrático em comparação com sua implematação clássica. Conhecido

como Algoritmo de Grover, esse algoritmo é especialmente interessante como

uma alternativa pra solucionar problemas de busca não estruturada, ou busca não

ordenada, em que é muito díficil de calcular a solução da busca, mas ao tomar

um candidato de solução, é fácil verificar se esse candidato é ou não solução

do problema. Podemos pensar no caso de uma sêquencia não ordenada de

números, como ilustra a figura 4, em que não há uma maneira de calcular qual

o número de cada casa, onde estamos procurando, por exemplo, pelo número

10. Para achar o número 10 eu devo conferir a primeira casa, e verificar se esse

número é o número 10.

Figura 4: Busca não ordenada

Se não for, confiro a segunda casa e assim por diante até encontra-lo.

Podemos notar que é fácil conferir se nosso palpite é ou não solução, mas não

é possível calcular essa solução. Logo, temos uma busca por força bruta, com

complexidade computacional O(n) = n, em que para uma lista de tamanho n,
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teremos que rodar o algoritmo n vezes, no pior do casos. Com o Algoritmo de

Grover temos um ganho quádratico, com O(n) =
√
n [5].

Nesse capítulo explicaremos com riqueza de detalhes o funcionamento

do algoritmo, desde sua formulação matemática, até sua implementação em cir-

cuitos quânticos, e estudaremos uma possível aplicação do Algoritmo de Grover.

4.1 FUNCIONAMENTO DO ALGORIMTO DE GROVER

O Algoritmo de Grover utiliza a superposição dos qubits e a interferência quântica

para solucionar um problema de busca não estruturada. Ele faz isso através

de um mecanismo de amplificação de amplitudes, amplificando a amplitude da

solução do problema e diminuindo a amplitude das demais possibilidades.

Tomemos como exemplo um problema em que queremos encontrar o ket

|11⟩ e temos um vetor |ψ⟩ em suporposição uniforme, dado por:

|ψ⟩ =
1

2
|00⟩ +

1

2
|01⟩ +

1

2
|10⟩ +

1

2
|11⟩

Através do Algoritmo de Grover iremos amplificar a amplitude associada

ao ket |11⟩ e reduzir as demais amplitudes, obtendo o vetor abaixo:

|ψ⟩ =
1√
12

|00⟩ +
1√
12

|01⟩ +
1√
12

|10⟩ +
√
3

2
|11⟩

Esse procedimento de amplificação de amplitude ocorre em duas etapas

pricipais, uma inversão de fase da amplitude associada a solução (phase quick-

back trick ou phase flip, em inglês), realizada por um operador Uw (figura 5), e
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posteriormente, uma inversão de todas as amplitudes ao redor da média das am-

plitudes, realizada por um operador Us (figura 6). Esse conjunto de operações

são chamados de iterada de Grover ou operador de Grover e serão aplicados

diversas vezes para aumentar a probabilidade de se medir o estado solução do

problema [1].

Figura 5: Inversão de fase da amplitude associada a solução

Figura 6: Inversão de todas as amplitudes ao redor da média das amplitudes
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A inversão de fase da amplitude associada a solução é realizada por

uma função oráculo. Essa função f(x) é responsável por identificar a solução do

problema de modo que se x é solução, f(x) é igual a 1, e se x não é solução, f(x)

= 0, conforme veremos abaixo. Já a etapa de inversão de todas as amplitudes

ao redor da média das amplitudes é chamada de etapa de difusão e é realiza por

um operador de difusão de Grover.

Uma maneira muito útil de entender o Algoritmo de Grover é através

de sua representação geométrica em duas dimensões. Cada um dos vetores é

a representação de estados quânticos que estão presentes em um espaço de

Hilbert. Tomando |ω⟩ como o vetor que representa o estado solução do nosso

problema, representado na vertical, |ω⊥⟩ como um vetor perpendicular (ortogonal)

ao vetor |ω⟩, e |s⟩ como o vetor de superposição uniforme (Figura 7), podemos

aplicar um operador Uω no vetor |s⟩, realizando uma rotação ao redor do vetor

|ω⊥⟩ (Figura 8). Posteriormente, podemos aplicar um operador Us que faz uma

reflexão do vetor Uω|s⟩ ao redor do vetor |s⟩ resultando no vetor UsUω|s⟩ (Figura

9). Podemos notar que se fizermos esse procedimento iterativamente r vezes,

estaremos nos aproximando do vetor |ω⟩. Essa é uma intuição geométrica do

que acontece com os vetores de estado no algoritmo de Grover [5].
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Figura 7: Algoritmo de Grover - representação vetorial

Figura 8: Algoritmo de Grover - representação vetorial (Inversão de fase da am-

plitude associada a solução)
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Figura 9: Algoritmo de Grover - representação vetorial (Inversão de todas as am-

plitudes ao redor da média das amplitudes)

Podemos representar essas transformações através de um circuito com

portas lógicas quânticas como mostrado na figura 11. Onde Uω é o operador que

implementa a função oráculo e Us é o operador de difusão de Grover. Esses dois

operadores são aplicados r vezes para aumentar a probabilidade de se obter a

solução do problema.

Figura 10: Circuito geral do Algoritmo de Grover

O operador Us é igual a 2|s⟩⟨s| −I, ou ainda, H⊗n(2 |0n⟩ ⟨0n| − I)H⊗n,

onde |s⟩⟨s| é o produto externo e I é a identidade. Esse operador é responsável
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por rotacionar o ket que ele atua ao redor de |s⟩, o que equivale a fazer uma

intervenção ao redor da média no Algoritmo de Grover.

Us = 2 |s⟩ ⟨s| − I = H⊗n(2 |0n⟩ ⟨0n| − I)H⊗n (4)

O operador Uω é igual a I − 2 |ω⟩ ⟨ω| e pode ser representado como uma

matriz diagonal, com a diagonal principal igual a (−1)f(x), com x indo de 0 a N - 1,

e N como a dimensão do espaço de Hilbert, ou ainda, N = 2n, sendo n o número

de qubits. Como mencionado anteriormente, esse operador é responsável por

realizar rotação ao redor do vetor |ω⊥⟩, o que equivale a implementar a função

oráculo f(x) que identifica a solução do problema e inverte a fase da solução.

Uω = I − 2 |ω⟩ ⟨ω| (5)

Uω =


(−1f(0)) 0 ... 0

0 (−1f(1)) ... 0

... 0 ... ...

0 0 ... (−1f(N−1))



Para o exemplo mencionado anteriormente nesse capítulo, onde nosso

estado solução é o estado |11⟩, podemos implementar o circuito da figura, utili-
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zando a linguagem Qiskit. Nesse caso, o operador CZ faz o papel do oráculo,

enquanto que o operador de difusão de Grover é composto por um operador de

Hadamard em cada qubits, um operador Z de Pauli em cada qubit, um operador

CZ entre os qubits e finalmente um operador de Hadamard em cada qubit.

Figura 11: Circuito do Algoritmo Grover em Qiskit, para encontrar o |11⟩

A grande dificuldade quando se trata de implementar o Algoritmo de Gro-

ver é implementar uma função oráculo que nos permita identificar as soluções do

nosso problema, e que faça isso de forma eficiente, de maneira que seja mais

vantajoso ao comparar com um computador clássico. Ao longo do capítulo 6

iremos explorar uma possível aplicação do Algorimo de Grover.
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5 MÁQUINA DE VETOR DE SUPORTE QUÂNTICA

Ao longo desse capítulo iremos explorar uma promissora aplicação da computa-

ção quântica com o aprendizado de máquina. Utilizando as propriedades quân-

ticas de superposição e emaranhamento, podemos buscar novas soluções para

resolver problemas que aparentam ser de difícil resolução utilizando técnicas em

computadores clássicos. Existem diferentes algoritmos de aprendizado de má-

quina quântico, "Quantum Machine Learning (SML)", em inglês, que vão desde

métodos simples de classificação e regressão até redes neurais mais complexas.

Neste trabalho escolhemos nos aprofundar na técnica de Máquina de vetor de

suporte quântica, "Quantum Support Vector Machine (QSVM)", em inglês, que

é um algoritmo de classificação binária que combina o algoritmo de máquina de

vetor de suporte (SVM) desenvolvido para computadores clássicos, com alguns

passos sendo executados em computadores quânticos, afim de aproveitar suas

propriedades para executar tarefas que não são executados de forma simples em

computadores clássicos. Dessa maneira, o QSVM é um algoritmo híbrido que

combina computação clássica e quântica.

5.1 IMPLEMENTAÇÃO DA MÁQUINA DE VETOR DE SUPORTE (SVM)

A máquina de vetor de suporte é um modelo muito efetivo e muito bem estudado,

consistindo em um modelo supervisionado de classificação binária e linear. Isto

é, um modelo que ao receber um conjunto de dados Cd com n amostras Cd =

{{x1, y1},..., {xn, yn}}, sendo x o vetor de características, e y ∈ {± 1} a variável

de resposta com duas possíveis classes, é capaz de "aprender"o comportamento
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desse conjunto de dados, e gerar um hiperplano que separa com a maior margem

possível essas duas classes, como mostra a figura 12. Desta maneira, o método

é capaz de gerar previsões ao receber um conjunto de dados desconhecido.

Figura 12: Máquina de vetor de Suporte

A predição entre essas duas classes ocorre através do resultado de um

f*(x) = sign(w . x + b), onde w . x + b define o hiperplano que separa as classes,

w . x é o produto escalar entre x e um vetor de pesos w, e b é um valor de offset

de controle. Se f*(x) ≥ 0, x pertence a uma das classes e se f*(x) < 0, x pertence

a outra classe [9].

Para construir o hiperplano, precisamos dos valores de w e b, e podemos

encontrar esses valores através de uma função Lagrangiana L(α).
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L(α) =
1

2
−

n∑
i=1

αi[yi(w⃗.x⃗i + b)− 1] (6)

Sendo αi os coeficientes que minimizam essa função Lagrangiana. Fa-

zendo algumas manipulações algébricas chegamos a expressão a seguir:

L(α) =
n∑

i=1

αi −
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

[αiαjyiyjx⃗ix⃗j] (7)

Podemos notar que agora essa expressão só depende de α, x⃗j e yj.

Porém, existem casos em que não é possível traçar um hiperplano que

separe os dois grupos. Nesse caso utilizamos um mapa de características M (x),

como ilustra a figura 13, que mapeia os pontos de x em um espaço vetorial de

dimensão maior, onde é possível traçar esse hiperplano que separa os dois grups.

Figura 13: Mapa de Características

Utilizando o mapa de características, a função Lagrangiana fica:
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L(α) =
n∑

i=1

αi −
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

[αiαjyiyjM(x⃗i)M(x⃗j)] (8)

A expressão acima pode ser escrita em função do produto interno M (x⃗i)

. M (x⃗j). Esse produto interno entre dos vetores resultantes da aplicação do

mapa de características é chamado de função Kernel K(u, v) = M (x⃗i) . M (x⃗j) e

define todos os pares de produtos internos para um mapa de características. A

utilização de funções Kernel nos permite modelar de forma complexa e não linear

nosso conjunto de dados. Com a função Kernel, a equação do Lagrangiano fica:

L(α) =
n∑

i=1

αi −
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

[αiαjyiyjK(x⃗i, x⃗j)] (9)

5.2 IMPLEMENTAÇÃO QUÂNTICA DA MÁQUINA DE VETOR DE SUPORTE

(QSVM)

Podemos alinhar a computação quântica e a máquina de vetor de suporte para

classificar conjuntos de dados que são díficeis de classificar usando funções ker-

nel clássicas. Dessa maneira, podemos utilizar o espaço de Hilbert, em que os

qubits estão para criar o mapa de características e representar nosso conjunto de

dados em um espaço de dimensão maior do que o inicial. Note que ainda precis-

mamos enviar esses dados do computador quântico para o computador clássico,

para que o computador clássico possa realizar o problema de otimização que é

minimizar o Lagrangiano, encontrando assim w e b que nos permitem classificar

novas amostras [9].
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Dessa maneira, não podemos enviar para o computador clássico os es-

tados |Ψ(x⃗i)⟩ e |Ψ(x⃗j)⟩, pois para isso precisaríamos ler o estado dos qubits e

isso quebraria a superposição, perdendo assim o vetor representado no espaço

de Hilbert. Logo, só precisamos enviar para o computador clássico o kernel Kij

= ⟨Ψ(x⃗i)|Ψ(x⃗j)⟩ que representa o produto interno para um determinado mapa de

características.

A escolha do mapa de característica é provavelmente uma das escolhas

mais importantes ao projetar uma máquina de vetor de suporte quântica. Es-

tudaremos na próxima seção diferentes mapas de características formados por

operadores unarios de rotação de Pauli (X, Y, Z, XX, YY, ZZ).
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6 ESTUDOS DE CASO

Nessa seção exploramos duas aplicações práticas da computação quântica, um

associada ao Algoritmo de Grover e uma associada a Máquina de Vetor de Su-

porte Quãntica.

6.1 COLORAÇÃO DE GRAFOS (GROVER)

O problema da coloração de grafos é um clássico problema da teoria de grafos.

Ele consiste em atribuir cores para os vértices de um grafo, de modo que dois

vértices adjacentes (conectados), não tenham a mesma cor. A idéia é descobrir

quais são as maneiras de colorir um grafo de modo que ele satisfaça a esse

requisito. Esse problema surgiu de um outro problema, o problema da coloração

de mapas, onde temos um mapa, de um país, por exemplo, e queremos colorir

os estados de modo que dois estados que fazem fronteira não tenham a mesma

cor. Esse problema pode ser reduzido a um problema de coloração de grafo, com

os vértices representando os estados, e as arestas representam as fronteiras.

Figura 14: Problema da coloração de mapas expresso em um grafo
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Podemos utilizar o algoritmo de Grover para tentar solucionar esse pro-

blema. Para isso, vamos pegar uma versão simplificado com apénas três vértices,

conforme a figura 15.

Figura 15: Grafo com 3 vértices

Todo problema de coloração de grafos pode ser resolvido com quatro co-

res [15], então, tomaremos quartro cores e iremos representá-las codificando seu

valor em dois qubits, da seguinte maneira: 00 = branco, 01 = vermelho, 10, azul e

11 = preto. Desse modo, cada vértice será representado por dois qubits, que po-

dem assumir um desses quatro valores. Usaremos mais 3 qubits de comparação,

pois temos três comparações a serem feitas: vértice 1 - vértice 2, vértice 1 - vér-

tice 3 e vértice 2 - vértice 3. Finalmente, teremos um qubits que armazenará se o

sistema é solução, e fará o phase-flip. Portanto, temos 10 qubits, mas apenas 6

serão medidos, já que esses representam os valores dos vértices. Inicialmente,

colocaremos esses 6 qubits em superposição uniforme, aplicando uma porta de

Hadamard em cada um deles. Posteriormente, iremos aplicar nossa função orá-

culo, que compara os valores dos pares de qubits que representam cada um dos

vértices, e verifica se esses valores são iguais entre si, e salva esse valor nos

check_qubits. Finalmente, usamos portas CNOT, CCNOT e CCCNOT para pas-
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sar essa informação para o qubit de saída, como ilustra a figura 16. Podemos ver

o código em Qiskit que implementa esse circuito na figura 17.

Figura 16: Círcuito em Qiskit do Oráculo

Figura 17: Código Qiskit do oráculo

Após o oráculo, precisamos aplicar o difusor de Grover para amplificar a
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amplitude das soluções.

Figura 18: Círcuito em Qiskit do Difusor de Grover

Figura 19: Amplitudes

Essa combinação de passos deve ser executa 8 vezes para aumentar a

probabilidade das soluções. Essas amplitudes estão presentes na figura 19. Po-

demos concluir através desse exemplo que o Algoritmo de Grover consegue ser

útil para resolver problemas de busca não estruturada. Entretanto, para o exemplo

de coloração de grafos, precisamos adicionar dois qubits para cada novo vértice,

e um qubit para cada nova aresta. Esse aumento no número de qubits é um
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problema quando pensamos nos computadores quânticos atuais, onde existem

limitações tanto no número de qubits disponíveis, quanto na conexão entre eles.
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6.2 CLASSIFICAÇÃO (QSVM)

Como mencionado na seção 5, a máquina de vetor de suporte quântica se apre-

senta como uma aplicação promissora da computação quântica, combinando a

representação implícita de um mapa de características no espaço de Hilbert atra-

vés de uma função kernel, com a otimização de um Lagrangiano feita em um

computador clássico. Nossa motivação nesse capítulo é fazer uma análise com-

parativa entre implementação clássica do SVM e a implementação quântica. Para

a implementação clássica, utilizamos como mapa de características uma função

kernel RBF. Já para a implementação quântica, optamos por variar a função ker-

nel, afim de aprofundar um pouco no impacto dessa escolha nos resultados. Os

mapas de características escolhidos foram mapas de operadores de rotação de

Pauli com uma rotação (X, Y, Z) e operadores de rotação de Pauli com duas

rotações (XX, YY, ZZ). Usando diferentes permutações de Pauli, conseguimos

controlar os qubits ao redor da esfera de block de maneiras diferentes, o que

possibilita mapear de maneiras diferentes os conjuntos de dados.

Para fazer essa análise comparativa, optamos por utilizar apenas a pre-

cisão como métrica na comparação. Além disso, utilizamos 4 conjuntos de da-

dos diferentes disponibilizados pela biblioteca de aprendizado de máquina Scikit-

Learn 1, comprimidos para duas dimensões utilizando a técnica de PCA (Algo-

ritmo de Análise de componente principal) [17], que nos permite reduzir o nú-

mero de dimensões de um conjunto de dados mantendo o maior número possível

de informações. Além disso, separamos os conjuntos de dados em 70% como

conjunto de treinamento e 30% como conjunto de testes.
1https://scikit-learn.org/stable/
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Figura 20: Código em Qiskit da criação do mapa de características Pauli X, trei-

namento do modelo e obtenção da precisão para o conjunto de teste

6.2.1 CONJUNTOS DE DADOS UTILIZADOS

Os 4 conjuntos de dados da biblioteca de aprendizado de máquina Scikit-Learn

utilizados foram o de câncer de mama, o de vinhos e o de íris.

6.2.1.1 CONJUNTO DE DADOS 1 - CÂNCER DE MAMA

O conjunto de dados de câncer de mama pode ser encontrado em [11], e consiste

em uma série de imagens computalizadas de exames de câncer de mama do

tipo biópsia por aspiração agulha fina (PAAF), como mostrado na figura 21. Esse

conjunto de dados apresenta 30 características que descrevem o núcleo celular

presente na imagem, entre elas, perímetro, raio, concavidade, área, entre outras

métricas que descrevem o núcleo celular. Além disso, o conjunto de dados tem
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duas classes possíveis para a variável resposta, "B", para benigno, e "M", para

maligno, e são essas duas classes que vamos classificar no nosso modelo. A

figura 22 mostra o resultado do processamento quântico para a classificação de

câncer de mama.

Figura 21: Exemplo de imagens de biópsia por aspiração agulha fina usadas na

construção do conjunto de dados. Imagem retirada de [13]
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Figura 22: Diagrama de classificação - QSVM com conjunto de dados Scikit-

Learn de reconhecimento de câncer de mama reduzido com PCA, com mapa de

características Pauli X

6.2.1.2 CONJUNTO DE DADOS 2 - VINHOS

O conjunto de dados de identificação de vinhos pode ser encontrado em [12], e

consiste em um registro de uma análise química de vinhos de uma mesma re-

gião da Itália mas de cultivares diferentes. Esse conjunto de dados apresenta 13

características que descrevem algumas propriedades do vinho, como quantidade

de álcool, quantidade de magnésio, intensidade da cor, entre outras. Além disso,

o conjunto de dados tem três classes possíveis para a variável resposta, 1, 2 ou

3, que corresponde ao índice de cada um dos tipos de vinhos. A figura 23 mostra

o resultado do processamento quântico para a classificação de 3 tipos de vinhos.
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Figura 23: Diagrama de classificação - QSVM com conjunto de dados Scikit-

Learn de reconhecimento de tipos de vinho reduzido com PCA, com mapa de

características Pauli X

6.2.1.3 CONJUNTO DE DADOS 3 - ÍRIS

O conjunto de dados de identificação de flores do tipo Íris de Fisher pode ser en-

contrado em [14], e consiste em 50 amostras de cada uma das três espécies de

Íris, Íris setosa, Íris virginica e Íris versicolor, mostradas na figura 24, e descritas

por quatro características, comprimento das sépalas, largura das sépalas, com-

primento das pétalas e largura das pétalas, em centímetros. A figura 25 mostra

o resultado do processamento quântico para a classificação de 3 tipos de flores

íris.
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Figura 24: Três tipos de Íris: Setosa, Versicolor e Virginica

Figura 25: Diagrama de classificação - QSVM com conjunto de dados Scikit-Learn

de reconhecimento de flores íris reduzido com PCA, com mapa de características

Pauli Z.
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6.2.2 COMPARAÇÂO DE RESULTADOS

Fazendo uma análise comparativa do desempenho dos algoritmos SVM e QSVM

para os três conjuntos de dados, variando também o mapa de características da

implementação do QSVM, obtivemos a tabela 1. Vale salientar que, por simpli-

cidade, utilizamos a técnica PCA para diminuir a dimensionalidade dos vetores

de características, fazendo essa análise com apenas duas características inicial-

mente.

Podemos perceber que para os três conjuntos de dados escolhidos, a

implementação clássica SVM obteve uma precisão maior. Considerando apenas

as implementações de QSVM, obtivemos melhor precisão, para os conjuntos de

dados de câncer de mama e de vinho, com o mapa Pauli X, já para o conjunto de

dados de íris, o mapa Pauli Z obteve uma precisão maior. Podemos notar também

que apesar da maior precisão com SVM clássico, as implementações quânticas

obtiveram um resultado muito próximo.

É possível demonstrar que, quando se trata de QSVM, devemos esco-

lher o mapa de características certo para o conjunto de dados certo. Isso faz com

que possamos mapear nossa função Kernel da melhor maneira para representar

aqueles dados.

As figuras 22, 23 e 25 são diagramas que mostram a classificação feita

para os três conjuntos de dados com o mapa de características mais adequado

para aquele conjunto de dados, Pauli X para os conjuntos de dados de câncer de

mama e de vinho, e Pauli Z para o conjunto de dados de íris.
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Tabela 1: Tabela com comparação da precisão das previsões dos algoritmos SVM

e QSVM para diferentes conjuntos de dados e diferentes mapas de características

Fazendo uma segunda análise, mostrada na tabela 2, escolhemos o con-

junto de dados de câncer de mama, e comparamos a precisão do SVM e do

QSVM com Pauli X, variando o número de características. É interessante notar

que, por se tratar de um conjunto de dados muito simples, não houve um au-

mento da precisão com o aumento do número de características. Tanto para o

SVM, quanto para o QSVM, a maior precisão foi obtida com 2 características.

Tabela 2: Tabela com comparação da precisão das previsões dos algoritmos SVM

e QSVM Pauli X, variando o número de características
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7 CONCLUSÃO

Ao longo desse projeto foi possível fazer um breve estudo da história da mecânica

quântica e da computação quântica. Foi possível também, fazer uma descrição

do espaço abstrato onde os fenômenos quânticos acontecem, além de fazer um

estudo sobre o formalismo matemático que nos permite descrever os sistemas

quânticos no espaço de Hilbert. Foi possível descrever os postulados que dão

base a mecânica quântica e como esses postulados estão relacionados com a

computação quântica. Além disso, conseguimos introduzir os principais conceitos

e elementos da computação quântica, como o qubits, a esfera de bloch e as prin-

cipais portas lógicas quânticas. Finalmente, foi possível descrever, com grande

grau de detalhamento, dois importantes algoritmos quânticos, além de utilizá-los

em problemas reais, implementando e executando esses algoritmos em simula-

dores de computadores quânticos, e fazendo uma análise de seu desempenho.

As técnicas estudadas demonstraram que a computação quântica pode ser muito

útil para resolver problemas do mundo real. Porém, ainda está em um estágio

de desenvolvimento inicial e há muito a ser estudado na área, e uma suprema-

cia da computação quântica sobre a computação clássica, só poderá ser obtida

com o desenvolvimento e aperfeiçoamento dos algoritmos quânticos, além de

melhorias na implementação dos hardwares. Os estudos desenvolvidos ao longo

desse trabalho demonstram como essas técnicas podem ser empregadas na re-

solução de problemas reais. Ainda que esses problemas possam ser resolvidos

de maneira mais eficiente usando computadores clássicos, esse estudo contribui

para identificar algumas lacunas que ainda precisam ser melhor desenvolvidas

na computação quântica.
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